__Aula b __

Definicio: Seja S C R?® uma superficie, ou seja, uma
variedade de dimensdo 2, parametrizada (globalmente) por
g:QCR? =R} esejad: S — R um campo escalar
continuo sobre a superficie. Ent3o, define-se o integral de ¢
sobre a superficie 5, e designa-se por

/Sas o /Ssde,
/¢ uv‘ J %

sempre que este integral (calculado sobre (u,v) € Q2 C R?)

exista.
Em particular, fazendo ¢ = 1, obtém-se a area da superficie .S

o valor

du dv,

1 dS = du dv.
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Definicdo: Seja M C R"™ uma variedade de dimensao m,
parametrizada (globalmente) por g : {2 C R™ — R", e seja
® . M — R um campo escalar continuo sobre a variedade.
Entdo, define-se o integral de ¢ sobre a variedade M, e

designa-se por
/qb ou /gdem,
M M

 9lg(u))(det Dg(u)" Dg(u))"*du,

sempre que este integral (calculado sobre u € €2 C R™) exista.
Em particular, fazendo ¢ = 1, obtém-se o volume
m-~dimensional da variedade M

Vol,,,(M) = /Mlde: /Q(det Dg(w)' Dg(u))?du.

o valor




Invariancia do integral para diferentes parametrizacoes

Proposicao: Se uma mesma variedade M é parametrizada
(globalmente) por duas parametrizacdes diferentes, digamos,
g ueQCR" - MCR"eh:veANCR" - M CR",
entdo h ™!l og: ) — A é uma mudanca de coordenadas em
R" e tem-se a relacdo entre os elementos de volume das duas
parametrizacoes

de@

(det Dg(u)" Dg(u))""* = (det Dh(v)" Dh(v))"* |det =

pelo que o integral sobre M é invariante

| oot (det Dgfu)" Dg(u)2du -

/ o(h(v))(det Dh(v)T Dh(v))Y?dv.




Fluxo através de uma superficie (orientavel)

Definicio: Seja S C R’ uma superficie, isto é, uma variedade
de dimensdo 2. Diz-se que S é uma superficie orientavel
se existir um campo vetorial continuo v : S — R? tal que em
cada ponto p € S o vetor v(x) é unitario e normal a .S.
Quando tal é verificado, existem duas alternativas para esse
campo, £, e cada uma delas diz-se que define uma
orientacao de S (das duas possiveis).

Esta definicao é generalizavel a qualquer variedade M C R",
de dimensdo n — 1 (designa-se por hipersuperficie).

Orientavel vs Nao-orientavel



Definicio: Seja S C R’ uma superficie orientavel, ou, mais
geralmente S C R”, uma hipersuperfice (variedade de
dimensdo n — 1) orientavel. Seja v : S — R" a escolha de uma
das duas possiveis orientacoes de S e seja F : S — R" um
campo vetorial continuo definido em S. Designa-se por fluxo
de F através de S na orientacao dada por v o integral

/F-VdS.
S

Proposicio: Seja S C R® uma superficie, ou seja, uma
variedade de dimensao 2, orientavel, parametrizada
(globalmente) por g : Q C R* — R%, e seja F : S — R? um
campo vetorial continuo sobre a superficie. Entado, o fluxo de
F através de S é dado por

dg Og
j:/ng(g(u,v)) - <8u X (%) du dv,

com a escolha do sinal &= de acordo com a orientacao
escolhida para a superficie.




Divergéncia

Definicdo: Seja {2 C R" um conjunto aberto e
F:QCR"—>R" F=(F,F,,...,F,), um campo vetorial
de classe pelo menos C'(£). Designa-se por divergéncia de
F', e representa-se por divF ou V - F, o operador diferencial
que transforma o campo vetorial F num campo escalar, dado
por

0F, OF; 0F,
e
8331 85132 &Un
Diz-se que um campo vetorial F é solenoidal ou
incompressivel se tem divergéncia nula,

divF =

divF = 0.




Propriedades: Seja {2 C R” um conjunto aberto,
F,G:Q C R"” — R" campos vetoriais de classe C(2),
f:Q CR"— R um campo escalar de classe C*() e
a, B € R constantes arbitrarias.

Entao tem-se:

1) divF = tr DF (traco da matriz jacobiana de F).
i) divx = div(xy, x9, ..., 2,) = n.
i) div (aF + 8G) = adivF + §div G (linearidade).
iv) div (fF) = fdivF+Vf- F.

)

v) divVf=Af,
em que Af é o chamado laplaciano de f dado por
0°f O*f 0° f
Af =Vf = .
f=Vi 3x%+8:€%+ +8a77%




